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RWNTH: = Literatur

e Rudolf Mathar. Informationstheorie. Verlag der Augustinus Buchhandlung, 1993.
e Khalid Sayood. Introduction to data compression. Morgan Kaufmann, 2000.

e www.huffmancoding.com.
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Einfiihrung und Motivation

Einflihrung und Motivation
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RWTH = Motivation

e Unkomprimierte Bilder bendtigen mit einer Auflosung von 1024 x 768 Pixeln und
24 Bit Farbtiefe 2,25 Megabyte

e Eine CD mit unkomprimierten Audio-Daten bendtigt 1100% des Speicherplatzes
einer MP3 in CD-Qualitat

e Ohne Kompression passen auf eine DVD mit einer Kapazitat von 8,5 Gigabyte

weniger als 5 Minuten Film ohne Ton
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RWNTH = Einleitung

e Ein Kompressions-Algorithmus bildet eine Zeichenfolge A iiber einem
Quellalphabet > auf eine kiirzere Zeichenfolge B iiber einem Kodealphabet Y ab

e Kann man A aus B vollstandig rekonstruieren, so heiBt die Kompression

verlustlos

e Kann man aus B eine Zeichenfolge A" ~ A konstruieren, so heiBt die

Kompression verlustbehaftet

e Bei der Kodierung von Zeichen konnen ihnen Worte variabler Lange liber dem

Kodealphabet zugewiesen werden
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RWNTH = Darstellung einer Kodierung als Baum

e Bezeichne die Kanten mit Symbolen aus dem Kodealphabet

e Der Pfad zu einem Knoten entspricht der Kodierung des Symbols in dem Knoten

A=000, B=01, C=011, D=10, E=100, F=101, G=11, H=111
BH=01 111=01111=011 11=CG

Genau dann, wenn alle Symbole in Blattern liegen, ist die Kodierung prafixfrei

Prafixfreie Kodierungen sind eindeutig dekodierbar
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RWNTH: = Informationstheorie

e Die Eigeninformation eines Ereignisses, z.B. das Auftreten eines Symbols a; in

einem Wort A der Lange n, ist

i(a;) = log, (1) = —log, (p:)

Di

und entspricht der Lange einer optimalen Kodierung fiir a;

e p; ist hierbei die relative Haufigkeit von a; in A, p; - n ist die absolute Haufigkeit.

Daher ist n - p; - i(a;) die Lange einer optimalen Kodierung aller a;

e Summiert man diesen Wert fiir das gesamte Quellalphabet und teilt durch n,

erhalt man
k
H(A) === p;-logy(p;)
1=1

Dieser Wert heilt die Entropie des Wortes A und entspricht der
durchschnittlichen Kodewortlange fiir jedes Symbol aus A in einer optimalen

Kodierung und damit der erreichbaren Kompressionsrate
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RWNTH = Satz von McMillan, Satz von Kraft

e Satz von McMillan (1959)

Fiir alle eindeutig dekodierbaren Kodierungen iiber einem Kodierungsalphabet

mit d Symbolen mit Kodewortlangen (n1,no, ..., ny) gilt
k
Y
i=1

e Satz von Kraft (1949)

k

Gilt > > d~™ < 1 fiir natiirliche Zahlen (nq,ns, ..., ny), so existiert ein prafixfreier
i=1

(also eindeutig dekodierbarer) Kode mit Kodewortlangen (n1,ns, ..., n;)
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RWNTH: = Beispiel zum Satz von Kraft

Bindrkodierung der Symbole aus ¥ = {z1, 2o, ..., x4}
mit Kodewortlangen ny =no =2,n3=ny=n5=3,n6 =4

0 1 1 1 1 1 15

1
D 2=y oot —=—<1
1=1

4 4 &8 &8 &8 16 16~

slclelelelelolololelele]ololole
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RWNTH. - Satz von Shannon

Satz von Shannon (1948): Noiseless Coding Theorem

Sei A = (ay,aq,...,a,) ein Wort iiber 3> = {s1, s9,...,s;}. Die Ldnge einer
optimalen Kodierung iiber einem Kodealphabet mit d Symbolen von A hat eine

durchschnittliche Kodewortlange von
k
H(A) <Y pi-li< HA)+1
i=1

wobei p;, © = 1...k die relative Haufigkeit des Symbols s; in A und [; fiir

v = 1...k die Lange des Kodewortes fiir s; ist
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RWTH = Beweis

z b £

n 1 Di
| k
1=1
3
weil nach Satz von McMillan >~ d 7% < 1 gilt
i=1

Wahle [;: —log, (pz) <l; < —log, (pz) 11 & dl < p; < d-lit1
k k
= S d7l <3 p; =1, also ex. nach Satz von Kraft ein solcher Kode

1=1 1=1

pi < d ' e logy () < (i +1) = sz log, (pi) < sz ~l;+1)

k
A)+1>) pi-l;
1=1
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RWNTH = Der Morse-Kode

e Mitte des 18. Jahrhunderts zum Telegraphieren entwickelt

e Nicht prafixfrei: Drei Zustande zur Beschreibung
— kurz: linker Sohn
— lang: rechter Sohn
— aus: Pause zwischen kurz und lang

— aus aus aus: Ende des Pfades
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RWNTH = Darstellung des Morse-Kode mit 0 und 1

Es gibt zwei Moglichkeiten der Kodierung mit 3 = {0, 1}

1. 1:=kurz, 0:=lang: Vor jedes Bit 1 setzen, 0 zeigt Pfadende an
also 11=kurz, 10 =lang, 0=Ende

2. 1:=an, O0=aus: 1=kurz, 11=lang, 0 beschreibt Ende
also 10=kurz, 110=lang, 0=Ende

Kodierung des A:

1. 10 11 O: weitergehen links, weitergehen rechts, Ende

2. 10 110 0: (an,aus)=links, (an,an,aus)=rechts, (aus)=Ende
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RWNTH = Funktionsweise der Shannon-Fano-Kodierung

Gegeben ein Wort A iiber X = {s1, s9, ..., s;}. Kodealphabet {0, 1}

e Fiir jedes s € X bilde einen Knoten, speichere in ihm die Haufigkeit von s in A
e Sortiere die Knoten nach Haufigkeit

e Teile die Menge der Knoten in zwei Gruppen, deren addierte Haufigkeit
moglichst gleich groB ist. Bilde einen neuen Knoten, die erste Gruppe kommt in

den linken Teilbaum, die zweite in den rechten Teilbaum

e Wiederhole den letzten Schritt mit den Gruppen in den Teilbaumen, bis die

Gruppen ein-elementig sind

e linker Sohn = 0, rechter Sohn = 1. Die Kodierung ist der Weg zum Knoten
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RWNTH = Beispiel zur Shannon-Fano-Kodierung

A:15 B:7, C:6,D:6,E: 5

[ABCDE|39 |

] 39

it

CD E|17
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RWNTH = Beispiel zur Shannon-Fano-Kodierung

A=00, B=01, C=10, D=110, E=111

Die durchschnittliche Kodewortlange betragt 2, 28 Bits.
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RWNTH = Huffman-Kodierung

Huffman-Kodierung
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RWNTH = Funktionsweise der Huffman-Kodierung

Gegeben ein Wort A iiber 3 = {s1,59,..., 5}

e Bilde ein Array der Lange k aus Knoten, die ein s € X und dessen Haufigkeit in

A speichern
e Sortiere das Array nach der Haufigkeit, |osche Knoten mit Haufigkeit 0

e Erstelle einen neuen Knoten. Setze die zwei Knoten mit den geringsten
Haufigkeiten als seine Sohne und sortiere den Knoten mit der addierten

Haufigkeit seiner Séhne in das Array ein

e Wiederhole den letzten Schritt, bis nur noch ein Baum im Array existiert

Bezeichne die Kanten mit den Symbolen aus dem Kodealphabet. Der Pfad zu einem

Symbol ist seine Kodierung
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RWNTH = Beispiel zur Huffman-Kodierung

A:15 B:7, C:6,D:6,E:5

1571665 15|11 7| 6 15113 |11
(AB CD(E) (AN J(BIC
OO B (©
(2
OO




RWNTH = Beispiel zur Huffman-Kodierung

A=1, B=000, C=001, D=010, E=011

Die durchschnittliche Kodewortlange betragt 2, 23 Bits.




RWNTH = Laufzeitkomplexitat

e Einlesen der Datei und bestimmen der Haufigkeit
e Sortieren des Array mit Merge-Sort

e Aufbau des Huffman-Baumes

e Auslesen des Baumes

e Ausgabe der Daten

[ )

FP+2—-d)-k+d—3 k—1
O n_ +k-logy(k)+ +(2-d)—2+ +k2+k+ﬂ+p-H(A)+@

g
\elnlesen sortieren ausgeben )
=0

Baum generieren Kode auslesen
(n + k?)
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RWNTH = Beweis der Optimalitat: Zusatzliche Definitionen

Ist T ein Kodebaum eines Kodes fiir ein Wort A, so bezeichne T’ den Baum, der
entsteht indem die d seltensten Symbole zu einem neuen Symbol w

zusammengefiigt werden. T” beschreibt eine Kodierung fiir ein modifiziertes Wort

k
A’ in dem alle a;_g41 .. .ax durch w ersetzt sind. Dann ist P(w) = > p;
i=k—d+1
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RWNTH = Beweis der Optimalitit: Bemerkungen

B(T) := tz; l; - p; ist die durchschnittliche Kodelange der Kodierung, die der Baum
c

T' beschreibt

e Bemerkung 1: Ein Baum 7' ist genau dann Kodebaum eines optimalen Kodes fiir
ein Wort A, wenn B(T) = H(A) gilt

e Bemerkung 2:

B(T’)ZB(T)— Z pi-lit Z pi-(li—1)=B(T) — P(w)
—d+1 —d+1
e Bemerkung 3: Aus p; < p; folgt in einer optimalen Kodierung [; > [;. Daher

konnen die Symbole aq ... a; so nummeriert werden, dass gilt:

pr=>p2> .2 pr2>peund i <o <Ll <y < g
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RWNTH: = Beweis der Optimalitiat: Lemmata

Sind aj_q41 ... a. die Symbole mit der geringsten Haufigkeit, dann existiert ein
optimaler Kodebaum T’, in dem sie Briider sind

Beweisidee: a;. ist niedrigstes Blatt, seine Briider miissen ebenfalls Blatter sein. Ist
ein a; Bruder von a; mit p; > pr_q11 und p; nicht Bruder von a;, aber

Pk—d+1 = Pj > pr. Vertausche a; und a;, der resultierende Baum beschreibt eine

bessere Kodierung

Ist T' ein optimaler Baum fiir ein Wort A (liber einem Alphabet X2, so ist T ein

optimaler Baum fiir A" iiber >

Beweisidee: Ware T" kein optimaler Baum fiir A’, dann existiert ein Baum T mit

B(T*) < B(T"). Wird w in T* durch a;_4.1 .. .a; ersetzt, so ergibt sich T* mit
B(T*) = B(T*) + P(w) < B(T") + P(w) = B(T) + P(w) — P(w)

= B(T*) < B(T) also ist T' nicht optimal. Widerspruch
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RWNTH: = Beweis der Optimalitiat: Lemmata

Ist T' ein Huffman-Baum fiir ein Wort A liber einem Alphabet X, so ist T" ein
Huffman-Baum fiir A" tiber X', weil der Algorithmus genau diese Ersetzung
durchfiihrt

Hat ein Kodebaum T' eine Hohe h und hat ein innerer Knoten k auf einer Héhe
[, < h — 1 weniger als d S6hne, so beschreibt T' keinen optimalen Kode
Beweisidee: Wird ein niedrigstes Blatt b von der Hohe h als Nachfolger von k
gesetzt, entsteht 7™ mit

7

B(T*) = B(T) — P(b) - h+ P(b) - (lx + 1) = B(T) + P(b) - (I, + 1 — h)

~N"

<0

= B(T*) < B(T) also ist T' nicht optimal.
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RWNTH: = Beweis der Optimalitat

Fall k=X e{(d—1)-a+1|a e N}

Induktionsanfang: k = d: trivial

Induktionsannahme: Ein Huffman-Baum fiir ein Wort iiber einem Alphabet mit &
Knoten ist optimal

Induktionsschritt: k — k + d — 1: Ist ein Huffmanbaum 71" mit k£ 4+ d — 1 Blattern
nicht optimal, existiert T mit B(T™) < B(T'). Da fiir beide Baume die Summe der

Haufigkeiten der seltensten Symbole (P(w)) libereinstimmt, ist
B(T*) = B(T*) — P(w) < B(T) — P(w) = B(T")

Also ist T" entgegen der Induktionsannahme ein Huffmanbaum mit & Knoten, der

nicht optimal ist
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RWNTH: = Beweis der Optimalitat

Fall k=X e N\ {(d—1)-a+1|a e N}

Es sei A ein Wort liber einem Alphabet ..

>* sei ein Alphabet, das aus X durch Erganzung von Symbolen, die nicht in X
vorkommen, entsteht, wobei £* = |¥*| € (d — 1) - a+ 1, a € N gelten soll.

T™ sei der Huffman-Baum fiir A iiber X*.

T’ sei nun der Baum, der durch Entfernung der erganzten £* — k Symbole aus 1™

entsteht. Wie bewiesen ist T ein optimaler Kodebaum fiir A

sz li + Z pz _B(T)

1=k+1 —0 <oo

Engelmann, Viktor, Zimmermann, Martin Huffman-Kodierung 16. November 2004 28



RWNTH - Moaodifikationen

Modifikationen
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RWNTH = Verwendung nicht-bindarer Baume

e Verwendung eines Kodealphabets mit d Zeichen < Verwendung von Knoten mit

d Sohnen im Huffman-Baum
e d als Zweierpotenz wahlen, um alle mit Bits kodierbaren Wege zu nutzen

e Die Nachfolger eines Knotens werden mit Binarbaumen im Knoten ausgewahlt

00 11 00 11

01 10 01 10
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RWNTH = GroBere Wortlange

e Einlesen der Datei in Blocken der Lange g = nur noch {ﬂ Kodeworter notig
e Algorithmus muss nur zum Einlesen der Blocke geandert werden

e Anzahl der verschiedenen Blocke ist durch {%J < k? begrenzt

e Kodelange wird fiir jedes q kiirzer

e Im worst-case muss der gesamte Text im Kode-Baum gespeichert werden
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RWNTH = Beispiel zur GroBeren Wortlange

Die Kodierung des Wortes

acadcadaaccadadcccbcddcbdcdddccbdcbabbccdbecbeddccbabeddcbaccbd
dccccdddcbaacddccabcadcacccbacccbdadccbadaccbebdcbddadcddccbabd
bddadcddacddcaadacacbddadababdacdadcdaddacbddadadcbcddcbddccd
ddadddcdacbddaddaacddddccddcbddadaddababdaccaacdddccbacddcbeb

ist nach zeichenweiser Huffman-Kodierung 569 Bits lang und der dazugehorige

Kodebaum hat 4 Blatter fiir die Symbole und 3 innere Knoten.

Wird die Datei in Blocken der Lange 2 eingelesen und kodiert, ist die Kodierung

dagegen nur 532 Bits lang. Der Kodebaum hat 16 Blatter und 15 innere Knoten.
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RWNTH = Adaptive Huffman-Kodierung

Huffman-Kodierung ist in der Praxis nicht immer einsetzbar, da die Haufigkeiten vor

der Kodierung bekannt sein miissen

Problematisch zum Beispiel bei der Kodierung einer stetigen Dateniibertragung

Zwei mogliche Modifikationen des Algorithmus zur Erstellung eines Baumes

e statische Huffman-Kodierung: Verwendung eines anhand von Voriiberlegungen
oder Statistiken erstellten Baumes

e adaptive Huffman-Kodierung: Verwendung eines dynamischen Baumes, der nach

jedem kodierten Zeichen geandert wird
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RWNTH = Funktionsweise Adaptive Huffman-Kodierung

e Kodierer und Dekodierer haben jeweils ihren eigenen Kode-Baum, die immer

Identisch sein miissen
e Wird ein Zeichen zum ersten mal kodiert, missen die Baume erweitert werden

e Wird ein bereits enthaltenes Zeichen kodiert, missen die Baume aktualisiert

werden

Ordnung des Kode-Baumes

e Der rechte Sohn eines Knotens muss eine hohere Haufigkeit als der linke haben.

Sonst werden die Sohne einschlieBlich ithrer Teilbdume miteinander getauscht

e Ein Knoten muss eine geringere Haufigkeit als die Knoten der hoheren Ebenen
haben. Sonst werden die Knoten einschlieBlich ihrer TeilbAume miteinander

getauscht
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RWNTH = Funktionsweise Adaptive Huffman-Kodierung

Beide Baume haben zu Beginn nur eine Wurzel, den ,NYT"“-Knoten (Not Yet
Transmitted). Soll nun ein Zeichen kodiert werden, sucht der Kodierer in seinen

Baum nach dem Zeichen

Das Zeichen ist bereits im Baum enthalten

e Die Kodierung des Zeichens wird libertragen

e In beiden Baumen wird die Haufigkeit auf den Pfaden zu dem Symbol um 1
erhoht

e Gegebenenfalls muss die Ordnung wiederhergestellt werden
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RWNTH = Funktionsweise Adaptive Huffman-Kodierung

Das Zeichen ist nicht im Baum enthalten
e Der Kode des ,,NYT"-Knoten wird libertragen, gefolgt vom unkodierten Zeichen

e Der , NYT"-Knoten wird in beiden Baumen durch einen inneren Knoten ersetzt.
Dessen linker Sohn wird der neue ,,NYT"“-Knoten und der rechte speichert das

neue Symbol
e Die Haufigkeiten auf dem Pfad zum neuen Symbol-Knoten werden um 1 erhéht

e Gegebenenfalls muss die Ordnung wiederhergestellt werden
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RWNTH = Beispiel Adaptive Huffman-Kodierung

Die Zeichenfolge HALLO soll kodiert und iibertragen werden

W) ot

Ubertragung: H Ubertragung: 0 A

Ubertragung: 00 L
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RWNTH = Beispiel Adaptive Huffman-Kodierung

Ubertragung: 101

Wiederherstellung der Ordnung: Séhne des Knotens mit der Haufigkeit 2 tauschen
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Beispiel Adaptive Huffman-Kodierung

Ubertragung: 100 O

Wiederherstellung der Ordnung: H und L tauschen
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RWNTH = Beispiel Adaptive Huffman-Kodierung

Wiederherstellung der Ordnung: S6hne des Knotens mit der Haufigkeit 3 tauschen
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RWNTH = Zusammenfassung

e Die Huffman-Kodierung ist eine prafixfreie, im Sinne der Entropie optimale

Kodierung

e Sie baut, im Gegensatz zur Shannon-Fano-Kodierung, den Kodebaum von unten
nach oben auf, indem die seltensten Knoten zu einem Baum zusammengefasst

werden und dieser wieder einsortiert wird

e durchschnittliche Kodewortlange in dem Beispiel: Shannon-Fano-Kodierung 2,28
Bits, Huffman-Kodierung 2,23 Bits

e Komplexitat linear in der Lange der Eingabedatei und quadratisch in der GroBe
des Quellalphabets
e Varianten:
— nicht-binare Baume
— groBere Wortlange
— adaptive Kodierung
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